4.3 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Beispiel:  Schwingkreis mit R,L,C

- Schalter S wird zum Zeitpunkt t, = Ogeschlossen

U,Bin(at)=RO+LO +%

U, [t [@os{at) = RO + L[i'+é[|

i+ R0+ L m=u, Poosw)
L LC L

Definition:
y"+ py'+ qy= f( >§ mit P, QR heiRt eine lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten

Koeffizienten.
y"+ py'+ gy= Oheit die zugehorige homogene DGL.

f (X) heil3t Storterm, Storfunktion oder rechte Seite.

Satz:
Die allgemeine Losung einer linearen DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

y"+ py+ay= f( 3
ist gleich der Summe Y, (X) + yp( X) aus der allgemeinen Lésung Y, der zugehérigen

homogenen DGL und einer speziellen (partikularen) Lésung 'y der inhomogenen DGL.

Losen von Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

1.Schritt:
Lésung der zugehorigen homogenen DGL |y“+ py'+ qy= O|

Exponentialansatz: y(x)=€* | y(R=A0& , y( x=A*0&
Einsetzen in homogene DGL:
A2+ pIACE + 1€ =0 |3=
€

charakteristische Gleichung der DGL:
A2+ pA+q=0

p
M=t B -
1,2 2 4 q



Reduktion der DGL y"+ py*+ Gy= 0 durch die Substitution () = y( € .
2(4= y(re"+ Loy )méxz( { o0 @)%msé
(9= y(3+0y(3]oe"+ o Jr2og ycboe

[0+ per(§ 2§ o8

2 2

N Py
0=y" ply' aly= 206’ P Oy Gy 1€ —(%— j@

:>z'(x)=jz"(>§dx=j0 dx ¢
:>z(x:jz'(>§d><=jgdx= Mx C

v({)= 2 A0e”" =( GOw gne’

ist die allgemeine Losung der homogenen DGL.

Beispiel:
y"-6y+9y=0
A*=61+9=0
A,=3+/9-9=3

allgemeine Losung der homogenen DGL:

y(x)=(G D+ G) &



Lésen eines AWP: y"-6y+9y=0 ; y( C) =1, y( QZ (

1=y(0)=(QO+C)E = G
y'(x)=Cq ¥ +( GO G)BO&
= (C, +3[T, O+ 3, ) "
0=(C,+3C,)=C+3=> C=-3

Die Losung des AWP lautet:
y(x) =(1-3x) &

p?
2.Fall: Kriechfall I—q >0

2
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__p __p
A=t [ =-F_ [ E-
L= 5 q

Die allgemeine Losung der zugehdrigen homogenen DGL y"+ py'+ qy= 0 lautet in diesem Fall

y(x)= G E*+ g O&

Beispiel:
y"+7y+10y=0
A*+71+10=0
/]lzz—zi 4—9—10:——71—3
' 2 V4 2 2
A=-Te3as
2 2
h=-1-2
2 2

Die allgemeine Losung der DGL y"+ 7y 10y = Cist
y(x) =G>+ O™
Lésen des AWP:
0=y(0)=C+GC,
y'(x) =-20C 6* - 500G 0™

1=y'(0)=-2[C, - 5T,
C,+C, =0
=
~2[C, - 5[C, =1

o-lol



Die Losung des AWP ist:

1, 1
y(X):§|:é2 _5

Eb_5x

pZ
3.Fall: Schwingfall -g<0

4
p.. p’ p_. 4
A =——+j - A =———j -
1 5 q 2 2 5 q 2
2
a:—E, a)::,/ P
2 4
A=a+ile A, =a-ilb

y(x)= GE* + GO = GnE ™ + colE™”
¥, (X) = €% = & (cos(w 3 + isi{w )
Y, (x)= @7 = éX(COS(C«J))— isir(an))

Y, +Y, = 208" [Eoq wX) = ¥ 2y2—éXDco$a)>)

¥, = Y, = 200 Bin(wx) = % = & 5in(wX)

Die allgemeine Losung der DGL y"+ py'+ qy= 0O lautet in diesem Fall:

y(X) = G ¥ tos(w R+ GO& sinw X

Beispiel:

y"+6y+10y= 0
A*+64+10=0
=-3+/9-10=-3ti|

y(x) = €¥( Geos( y+ GOsir( §) ist die allgemeine Losung der D
y'(x)=-30E™( G o Y+ GOsir( §)+ & (- @lsif J+ Grcoks Y

T

n=y(0)=G+C = G=7

Die Losung des AWP lautet

y(x)=e* Eﬁgmzos( ><)+7—2T[Bir( )9)



Die Methode des speziellen Ansatzes zum Aufsuchen einer partikularen Losung der inhomogenen

DGLY"+ py+ qy= f( 3.

Stérfunktion partikulare Lésung Y, (X)

(8, + & Ox+..+ 3 O ) & (oo B 3| (A + ADk+...+ AKX )OX O& [Eoy B X+

oder (B, + B, Ok+...+ B X ) 0% D& 5in( B ¥
(ao+aiD(+...+ eLD){‘)DéXDsin(,B X

0, falls y+ifkeine Losung d ch Gl
wobeik=| 1, fallsy+ g einfache L6sung d.ch.(
2, falls y+ip zweifache Losung d.ch.

Beispiele:

(1)
y"+11ly = 4y= x(sin( ¥
y+ifp=i
A2 +111-4=0

Wegen i +11 —4=-5+ 11L# Gst k=0

Yo (x)=(A+ ADYeos( §+( B+ BOYCsir( X
Die Koeffizienten Ay, A, B,, Bbestimmt man durch Einsetzen des Ansatz und seiner
Ableitungen in die DGL.



(2)
y'+dy+dy=e”
y+if=-2
A +4)+4=0
(1+2)°=0 = y+iBist eine doppelte Nullstelle> &2

Y, (x) = AKX De™
y,'(X) =204 Ix0e® - 20A0% 0 = 20 pO [ % 3)
Y, "(X)=-40A B> If x= %)+ 20A0& [{1- 2 X
=20, 7 [[-2x+ 22 + 1= 24 = DIADE* [ &° —4x+1)
Einsetzen in die Ausgangs-DGL:
208 B> {25 - 4x+ 1)+ 804D [ x X)+ A p0X0E = &
20, 25 — Ax+ 1+ 4x- 4%+ 28)= 1
208 =1
_1
A7

Eine partikuldre Losung der inhomogenen DGL Y"+ 4y '+ 4y= € lautet:

1 -
yp(X)ZEDgEEZX



