Zweite partielle Ableitungen

2

f, (X, y) nach x ableiten: Ergebnis f, (X, y) = 3 ]; (X Y)
X
2

f, (X, y) nach y ableiten: Ergebnis f (X, y) = axay( X Y)
2

f, (X, y) nach x ableiten: ~ Ergebnis f (X, y) = ayax( % y)

2

fy (X, y) nach y ableiten: Ergebnis fyy (x, y) = ?)yz (X, y)

Beispiele:

(1)

) f. =2[coqy)
f{xy)=x eogy f, = -2x[sin( y)
f, =2x[eoqy) :
. f, ==2x[5in(y)
f, ==-x*[8in(y) )
f,, ==X’ tos( y)
(2)
_ Xy
Fxy)= X+2y
. Y Ox+2y)-xf _xy’+2y-xy _ 2y
(x+2y)° (x+2y)° (x+2y)°
- 2yx[ x+ 2y) - 20xy _2x%y+axy - 2xf _ 2X y 2x§
g (x+2y)’ (x+2y)° (x+2y)°
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Berechnung der zweiten partiellen Ableitungen:

:_2y3E2[qX+ 2y) __ Y
* (x+2y)* (x+2y)’
f _6y* x+ 2y)” - 2yef x+ 2)02_ 6y x 2y- 8y _6xy’ +4y’
Y (x+2y)4 (x+ 2y)3 (x+2)a3
f =4xy+ZyZEQX+ 2))2—(2)3 Va ZX)%)DIQ * 2)/=6Xy2+4yg
g (x+2y)" (x+2y)’

22X+ Axyl x+ 2))2—(2>? Va 2x§7)D4ﬁQ * 2y
v (x+2y)*

_ 2+ Axyl x+ 2y) - 8Xy —8xy’

(x+2y)’
2 +AXC Y+ 4X% y+ 8xy-8X y 8xy . 2X
) (x+2y)’ (x+2y)’

Satz von Schwarz:

Seien die zweiten Ableitungen der Funktion f (X, y) stetig. Dann gilt

oy (% ¥) = f(xY).

Definition:

Die Funktion f (X, y) habe stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung. Dann heift

die Hesse-Matrix von f an der Stelle (X, y) .

3.2 Extrema von Funktionen von zwei Veranderlichen

Definition:
Sei f:D — Reine Funktion von zwei Veranderlichen. f hat an der Stelle (XO, yo) ein
absolutes Minimum, wenn
f(x )z (% %)
fur alle (X, y) [J Dgilt und ein absolutes Maximum an der Stelle (XO, yo) ,wenn
f(xy)< 0% %)
fur alle (X, y) O Dgilt.



Definition:

US(XO, yo) ZI{(X, y)D]R2 |\/( X— )(g)2 +( y- }{)2 <£} heift & -Umgebung von (XO, yo).

Eine Teilmenge U von R? heiRt eine Umgebung des Punktes (XO, yo) DRZ, wenn es ein

£>0gibt mit U, (X, o) O U.

Ein Element (XO, yo) von D [0 R?heiRt ein innerer Punkt von D, wenn es eine Umgebung U

von (XO, yo) gibtmit U UD.

Definition:

Sei f:D — Reine Funktion von zwei Veranderlichen. f hat in (XO, yo) U Dein relatives

(loakles) Minimum, wenn es eine Umgebung U von (XO, yo) gibt, sodass

f(x y)= f(%, y)firalle (X, y)O Dn Ugilt.

Relatives (lokales) Maximum:

f(x y)< f(%, y)firalle (x,y)ODn U

Notwendiges Kriterium flir die Existenz eines Extremums:

Sei f:D — R eine Funktion mit zwei Veranderlichen. Dann kann f im Punkt (XO, yo) 0D
nur dann — wenn tberhaupt — ein Extremum haben, wenn

(1) (X, Y,) eininnerer Punktvon Distund f, (X, Y,) = fy(xo, Yo) = Ogilt

(2) (XO, yo) ein Randpunkt von D, d.h. kein innerer Punkt ist

(3) (XO, yo) eine nicht partiell differenzierbare Stelle von f ist (Bsp. Wurzelfunktionen)

Beispiele:
(1)
f(xy)=X+y-4x+t2y5

f, (X y)=2x-4=0 = x=2

X

f,(x y)=2y+2=0 = y=-1

y

f hat hochstens im Punkt (2,-1) ein Extremum.



f(xy)=xX-4xta4+ y+2y1
=(x-2)"+(y+1)*2 0

f(2-9)=0
= f(x,y)2 f(2,-1) fur alle(x,y)OR?

f hat an der Stelle (2,-1) ein absolutes Minimum.

f hat an der Stelle (0,0) kein Extremum (sondern einen Sattelpunkt).

Hinreichendes Kriterium fir die Existenz von Extrema von Funktionen von zwei
Veranderlichen

(1) Wenn die Determinante der Hesse-Matrix positiv ist, d.h.

fxx(XO’ yo) nyy( XO' yO)_ fxy( )%’ y())2 > O

dann hat fin (XO, yo) ein lokales Extremum und zwar
- ein Minimum, falls fXX(XO, yo) >0
- ein Maximum, falls f (XO, yo) <0

(2) wenn detH f (X0 ,yo) < C, dann hatfin (Xo, yo) kein Extremum

(3) Wenn detH f (X0 ,yo) = (, kann keine Aussage Uber Extrema in diesem Punkt

gemacht werden

Beispiele:
(1)
f(x,y)=xOy fo (X y)=0
f(xy)=y fy(xy)=1
f, (X Yy)=x f,(%y)=0
01
Hf(%ygzﬁ_d] detH f(0,0= 0 F- k (

Es gibt an der Stelle (0,0) kein Extremum.



(2)
f (X, y)=3%X - 2xy+ ¥+ 2% 6y 1

f (X y)=6x-2y+2=0
f,(x y)=-2x+2y-6=0

y

Losung der Gleichungen Uber die Cramersche Regel

‘_2 _1 ‘6 _1

6 2| - -

X = = 4+12:1 y_gzizzz]_
6 - 12-4 6 - 8
-2 2 -2 2

Der einzige Kritische Punkt ist (Xo, yo) mit den Koordinaten (1,4).

H f(x,y)=(_62 _2j detH f(1,4= 12 4 & |

Da f (1, 4) > 0, hat f an der Stelle (1,4) ein relatives Minimum.

(3) oben offene Schachtel
Volumen V =4 Liter

Fir welche (X, Y, Z) wird die Oberflache minimal?

A=(x0y)+2xz+ 2 yz V= KiyPzd dn= qiD(
y

A(x y)= ny+§+—8

y X
8 8
Ay(KY):y—?:O o y=?
4
Alc)=x-2=0 =« e Bo=uXao L Xo

<
/
XN‘OD
N—
N



Einziger kritischer Punkt (X, y) = (2, 2)

b )= !
fo(xy)=1 Hf(xy)= 16

16 1 =
fyy(x,y)—F y

Far (X, y) = (2, 2) ergibt sich 2[2—11= 4~ 1= 3> (. Es existiert an der Stelle (2,2)
ein Extremum. Wegen f (2, 2) > Oliegt ein relatives Minimum vor.

=>» A hat fiir x =20cm und y = 20cm ein relatives Minimum

Berechnung von z:

Vaxiylz = =— =%

x0y 202

Es ergibt sich entsprechend z = 10cm.



