3.3 Das totale Differential

Absoluter Fehler der Eingangsgrofie: AX = X=X,
Absoluter Fehler der AusgangsgroRe: Af (X) =f (X) - f (Xo)

F(x)= (%) dx=x) + (%)

AF () = £(%) fx=%) + f () = T ()
= () B
df == f'(x) [Ax

heiRt das totale Differential von f an der Stelle X;.

z.B.
f(x)=x
df = f'(x,) Ax=1[Ax = Ax
dx:= Ax

Das totale Differential einer an der Stelle X, differenzierbaren Funktion y = f (X) ist also

df = f'(x, ) dx

Af = df

Gegeben sei eine Funktion z= f (X, y) , die an der Stelle (XO, yo) stetige partielle
Ableitungen besitzt.

Gemessener Wert: (XO, yo)

Exakter Wert: (X, y)

absoluter Fehler der EingangsgréRen: AX=X—=X, ; Ay=y-Y,
Az=1(xy)=f(%.Yo)

f
fx(xo’yo)[qx_xo)'l' fy(XmYO)[qy_yo)-" f (Xo'yo)_ f (chyc)
F (%00 Yo) X+ £, (Xq, Vo) By

Mit den Bezeichnungen dx=Ax ; dy=Ay heilt
dz=df = f (%), Y,) [ix+ f, (x,,Y,) [y

das totale Differential der Funktion z= f (X, y) an der Stelle (XO, yo) .



Azist der Unterschied, den man erhélt, wenn man vom Punkt (XO, yo) auf dem Graphen

der Funktion z=f (X, y) zum Punkt (X, y) geht.
dzist der Unterschied, den man erhélt, wenn man vom Punkt (XO, yo) auf der

Tangentialebene zum Punkt (X, y) geht.

e[ o))

=|grad f (X, y,) [@X

dx .= (dxj
dy
Beispiele:

(1) zylindervolumen V =7r?h

abs. Fehler:
AV =V (r,h) =V (r,,h,) = r*h = 7w hy,
= rr{r, + Ar )’ [, + Ah) - 7w 2h,
= lrEﬁro2 +2r Ar +Ar 2) [{h, + Ah) - 7ir *h,
= ﬂ[ﬁrozho +2r hAr +hAr? +r ’Ah+ 2r ArAh+Ar Ah—r /h 0)
= n[ﬁZrOhoAr +hAr® +r2Ah+ 2r ArAh+Ar 2Ah)

ov

oV
(ro’ho) [ +E(ro’ho) [Ah

dv =—
or

dVv =27, [h, (A + 7z [Ah
= ﬂtﬁro2 [Ah+2r,h, mr)

AV = dV bedeutet Vernachldssigung der Glieder héherer Ordnung

(2) Parallelschaltung von zwei Wiederstdanden

R=10£0,10 R,= 5 0,02

Gesamtwiederstand:
~. RR,
R+R,

Aufgabe: Schatzen Sie den prozentualen Fehler des Gesamtwiderstands ab.



f(x,y):;P;; (%,Y¥,)=(10,5 ; Ax= 0,1 Ay= 0,02

Af =df = £, (%, Vo) DX+ f, (X0, Vo) DY
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fx XO’y -
b6 30) (% + Yo)” (Xo+Yo) (Xo+ Vo)
(% 30) = %
f A% Y)=——=
y 0 (X0+y0)2
2
af =2 0,1+ 2% 1, 0p= 01 008 018 4,
15 15 9 9 9

Der absolute Fehler des Gesamtwiderstands betrdgt ungefahr AR=0,02.

Relativer Fehler:

1
EZS_O:iBE :_3 :O’OOG
R @ 50 10 500
3
Prozentualer Fehler: 0,6 %

Wegen %(X[j/) =y und aiy(xﬂl) = Xgilt

A(xDy) _d(x3) _{a(xty) s 2X) myjm 1

(xy)  (x3) ox ay x Oy
:M:g+ﬂ
XLy X Yy

Der relative Fehler eines Produkts ist ndherungsweise die Summe der relativen Fehler
der Faktoren.

0 (xj 1 0 (xj X .
Wegen —| — [=—und —| — | = ——gilt
ox\y) vy oy\y y

A(j dU Loaw- Xy
y)__\y)_y v Ax_dy
X X X Xy

y y y

Der relative Fehler eines Quotienten ist ungefahr die Differenz aus dem relativen Fehler

des Zahlers und dem relativen Fehler des Nenners.



(5) Fir konservative Kraftfelder gilt:
dE,, = F(r)mr
F(r)=gradE,,

3.4 Funktionen von drei Veranderlichen
w=f (x,y,2)

of
—(X, \2 Z) = fZ (X, y,z) bedeutet: Leite nach z ab und betrachte x und y dabei als

0z

Konstante.

2.B.
f(xy,2z)= sin(x+ y&z)

f,(xy.2)= cos(x+ y&z) 0%z

Hinreichendes Kriterium fir Extrema:
Sei f : D — R eine Funktion von drei Verinderlichen.

Voraussetzungen .

- (XO, Yo Zo) sei ein innerer Punkt von D

f, (X1 Y01 2Z5) = 0und f, (%, ¥o.2,) = Ound f,(x,,¥y,2,) =0
- die zweiten partiellen Ableitungen von f an der Stelle (XO, Yos Zo) existieren und sind

stetig

Behauptung:

- fhatan der Stelle (XO, Yos Zo) ein relatives Minimum, wenn dort

fxx(XO’yO’ZO) fxy(X01yO1ZO)

>0
fxy(XO'yO’ZO) fyy(XO’yO’ZO)

fo (%) YorZ) > Ound

fxx(XO'yO’ZO) fxy(xo’yO’ZO) fxz(XO'yO’ZO)
und detH f(X),Y.2) =|f (X0 Y0 Zo) Ty (Xo¥oZ9 fo(Xoyoezg> (
fxz(xo’yO’ZO) fyz(XO!yO’ZO) fzz(xo’yO’ZC)

Anm.: Nach dem Satz von Schwarz miissen nur 6 statt 9 zweite partielle Ableitungen
bestimmt werden.



f hat an der Stelle (XO, Yos Zo) ein relatives Maximum, wenn dort

fxx(XO’yO’ZO) fxy(X01y01ZO)

fo (%5 Yo» Zy) < Ound >0
06 Yor2a) < 0und | 2 2) 1 (o2
fxx(XO'yO’ZO) fxy(xo’yO’ZO) fxz(XO'yO’ZO)
und detH f(X;,Y.2,) =|f (X0 Y0 Zo) Ty (Xo¥oZ9 fo(Xoyoezg< (
fxz(xo’yO’ZO) fyz(XO!yO’ZO) fzz(xo’yO’Z()

Abstande zwischen zwei Punkten einer Funktion mit drei Veranderlichen:

Der Abstand ist die Lange des Verbindungsvektors der beiden Punkte.

d =% %) +(v.-v) +(2.-2)°



