2.3 Periodische Funktionen

Beispiele:

Die Funktionen Sin:R = R und cos:R = R haben die Periode 277

sin(x+ 277) = sin(x) fir alle X OR.

harmonische Schwingung:

f (x) = ABiIn(wx+¢)
A = Amplitude
o = Kreisfrequenz

@ = Phasenverschiebung

Periodenbestimmung:

f(x+2—a7)7j:ABin( (x+—) j ALSIN(w x+ 2T+ ¢)
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Eine harmonische Schwingung hat die Periode T =— .
w

Definition:
Eine Funktion f :IR — R heiRt periodisch mit der Periode T >0, wenn

f(x+T)= f(x
furalle xOR.

Satz:
Wenn fl, ey fn ‘R - R periodische Funktionen mit der Periode T sind, dann hat auch die

Linearkombination
f(x)=Af(X)+...+ A, f.(X)
die Periode T.

2.4 Trigonometrische Polynome und Fourier-Reihen

ABIn(wx+¢) = A[ﬁsin(a)x) [cogg) + si|ﬁ¢)DC(($ux))
=altos(wx) + bsifwX [ a= Alsi{¢) b= Alcofp)]

Additionstheorem:

sin(a + B) = sin(a) Ccog B) + sifB) 0 casr)
Beschrankung auf Funktionen mit der Periode 277

21T
Wenn f(x) die Periode T hat, dann hat F (X) =f (? D(j die Periode 277 ,denn

T T T
F(x+2m)=f|—0x+2m) |= f| —[X+T|= f| —0Ox|= H
(xr2m)= £ 3-thxr 2m)| = o -0 T)= o= R

Umgekehrt gilt: Wenn F(x) die Periode 277 hat, dann hat

f(x):= F(Z?HEXJ

die Periode T, denn



f(x+T)= F(Z?HEQHT)j: F(Z?HDX+27TJZ F(%Tﬂgz f( )

Definition:
Die Funktion 5, :R - R

5,() =2+ (g os( ky+ hisir{ kY)

2 =

heilt ein trigonometrisches Polynom.

Integralformeln:

(1)
. 0, falls k# |
[ cos(kx) CcogIx) dx=1 77 falls k= I> 0
o 2m, falls k=1=0
(2)
jsin(kx) Cin(Ix) dx= {O, falls k# | oder k= I= O}
2 m falls k=1>0
(3)

]-T cos{ kx) Osir{ Ix) dx= (

=T

Approximation:



m

_.[Tsn( )dx—j;(z +Zn:(qﬁtos( ky+ pOsin( k>()j dx

k=1

= jidx+;{qmjf cos( k¥ dx+ pmjf sin( kx d}

2

N

m

= jidxzn[bo

N

3 =71TD_]T%(>9 dx
jisn(x) [Gos( MY dx j;%l:k:os( mk dka:‘ ka]_ji cob RX cds mix
=1,

——Dj s,( ¥ [Gos( my dx

m

.[sq(x)fﬂ;in(mg dxe pOr

-

——Dj s,( ¥ in( my dx

Definition:
Sei f:R - R eine 277— periodische Funktion, die auf dem Intervall [—7‘[,7'[]

integrierbar ist. Dann heilt die Funktionenreihe

% +3(a, os{lod + p i k)

mit
—%TD f (x) [eos( k) dx (k=012,.).
1 T
==0 f(x)BEin(kx k=1,2,3,..
nJ- in( kY ( )

die Fourier-Reihe von f(x). Die Zahlen und heil3en die Fourier-Koeffizienten von f.

Konvergenzkriterium fiir Fourier-Reihen

Sei f eine auf [—77, 7'[] integrierbare und 27T -periodische Funktion, sodass



f(x)=lim £(x) und f(x)=lm f(

X=X XX
und verallgemeinerte Ableitungen

(oo T (% (Yo
Fix ):JQTE) und (%)= im

existieren. Dann konvergiert dir Fourier-Reihe von f an der Stelle gegen das arithmetische
Mittel

f(%)-1(%)

Wenn f in stetig ist, dann gilt

:i+i(q [eos( kx) +  Csir( k>))

k=1

Beispiel:

= lim
X=X x-2rm X—=2IT

Fiir Fourier-Reihen gerader & ungerader Funktionen

f (X) i a E:OS( kx) falls f(x) gerade
K=1

f (X) = i o} Bin( kX) , falls f(x) ungerade
k=1

Anm.

a =— Dj x)[eos(ky dx - furungerade Funktionerd

Beispiel:

Taktsignal einer logischen Schaltung



=5, falls —7< x< JET

f(x)=1 5 falls -2 < x<2
2- "2

-5, falls %Ts X<7TT

f (x) :%+;ak [eos( k) f[]rallexDR\{(Zk+l)%‘kDZ}

= Dj X) [eos( kx) dx=

EIII—\

i ) Ccog Ky dx

=7_17 fSB:os(kx) dx+j( J0coé ky d

E

>
:%)G}Bin(k [-f;—[j
sm(k E—f_—[zj =7

0, fallsk gerade
sin(k E—f_—[j = m J
2 (—1) ,fallsk=2m+ 1

_20 (-1 ) _
Buun = E—gm fir k=1  ( falls k gerade- @=0)

NI

an

f(x)dx=7—1T j5dx—£5d>co

a ==
7T T
2

m\:l'—.r\)‘g

2
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