1. Riemann’sche Summen

Sei f :[a, b] — Rstetigund f (X) = Ofur alle xD[a, b] . Dann ldsst sich der Flacheninhalt

annahern durch Rechtecke, die in beliebige Intervalle zwischen a und b gezeichnet werden
anndhern. Diese Rechtecke haben als Hohe immer den Wert eines beliebigen
Funktionswertes f(z;) des zuvor eingeteilten Intervalls. Die Breite der Rechtecke |3sst sich
durch abziehen der x-Werte berechnen (x,-x,.1). Daraus ergibt sich folgende Formel fir die
Anndherung des Flacheninhalts:

(1) fir eine beliebige Funktion mit 4 Intervallen:

A= (% =) O () + (%, = X)) EF (25) + (o= x ) O (29 + (x =X J [ (2 )

A=D1 (2)Dx

=1
allgemein: Azz f(z) X

Definition:
z f ( )mx heillt Riemann’sche Summe von f zur Zerlegung {)(0 X, Xn} des Intervalls

[a, b] und der Wahl der Zwischenpunkte Z,...,Z und Z D[)g_l,)g] .

Beispiel:
Riemann’sche Summe f(X)=\/;zur Zerlegung{ 1 1' § ,—3, und Wahl der
4’24772
1 9 6 81

Zwisch kt =—,2,=—;2,=—;2,=——:2.=1,2.=1,6¢
wischenpunkte z, 2 zZ, o5 5= e 1005 6

,/ Dx = gh 45Ll+_991+191+1391 1,8

54 10 4 2 2

(zum Verglelch: der exakte Wert liegt bei 1,8856...)



1.3 Das bestimmte Integral

Sei f :[a, b] — R eine stetige Funktion.

(1) Zerlege das Intervall [a, b] in n Teilintervalle mit Hilfe der Unterteilungspunkte
Xo =8, X, X 10X, =D
(2) Wahle in jedem Teilintervall [)g_l, )g](i =1, ...,n) einen Zwischenpunktz;.

(3) Mit den gewahlten GroRen AX =X —X_,und Z bilde die Riemann’sche Summe

n

> f(z)Dx .

i=1

(4) Verkleinerung der Teilintervalle AX — Ound damitn — o

AILrEloiZ::f(zi)m)g =.T f () dx

Dieser Grenzwert heilst das bestimmte Integral von f in den Grenzen von a bis b.

Bemerkungen:

b
(1) j f (X) dXist eine reelle Zahl.

(2) Freie Wahl der Integrationsvariablen:

[t (x)ax=] £ (t) =i f (u)au

a a

(3) Anschauliche Bedeutung vonj und dx
Ax, — O(differentielle GroRe Ax = dx)
z - .[ (Integral als ,,unendliche Summe*“)
(4) Falls f (X) > O fur alle, dann entspricht der Wert des bestimmten Integrals dem

Flacheninhalt, der vom Graphen von f und der x-Achse im Intervall [a, b] eingeschlossen

wird.

Definition (Erweiterung des Integralbegriffs)

f (x)dx:—j: f (x) dx

f (x)dx=0

D C— D —T



Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Sei f :[a, b] — R stetig und sei F(x) eine Stammfunktion von f(x). Dann gilt

b

f(x)dx=F (b)-F(a)= F(x)‘

D e T

Beispiele:
(1)
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Beweis des Hauptsatzes

D C— T

Fx)dx=Jim > 1 () = im > F'(z) %

FOO-F(Xa) _ .
v —x, o (3)

F'(z)@x =F(x)-F(x.)

n

Jrx0x= gm, 32 (7 () -F (x.)

i=1

= lim (F(x,)=F (%)) =F(b)-F(a)

Ax -0

Integrationsregeln fir bestimmte Integrale
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Beispiele:

(1)

3 3 ——
J'sinz(x)dx: J' sin(x) Csir(x) dx = - coéx)Dsi(]x)E,l—J'(— cdx)) 0 cfs)dx
2 3 * 3
: : : r s
J'sinz(x)dxz—J' co§(x)dx:j + siﬁ(x)dx:J' fﬂx—J' sif( x) dx
1 1 1 1T 3

2 2 > . T
ZDI sin’ (x) dx = j ldx:x|_2n=5—(—zj:ﬂ

n r 2

2 2
H T
jsmz(x)dx=5
1

(2)
6 X 3X 3 3 1 3
dx = [Xydy =[ xdy =[[ = y?+2 |d
| ]y [(zy 2) d
. = - ﬂ:; :E -

VUB:y=+/2X 3:>dx Zmﬂz y:>dx ydy

y? =2x-3= 2x:y2+3:>x:%y2+g
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1.4 Anwendungen der Integralrechnung
Die allgemeine Flacheninhaltsdefinition

(1) Flacheninhalt zwischen dem Graphen von f und der x-Achse

i (s

(2) Flacheninhalt zwischen den Graphen von zwei Funktionen

(9



_i\(f(X)-g x

Beispiel:

Schnittpunkte berechnen:

f()=9(x)=f(x’

LRall 1(x)# 0= 1= £ (x)= -5 K 4 = X = 2%, =12

2Fal f(x)=0= —%x%—i: 0= x*= 6= %, =+/6

Berechnung des Flacheninhalts Uber Intervallintegrale:

A= I

-2
dx+ J'

J6

x) = g(x)) dx

4

+f (g(x)-f (x))dx+j(f (x)—g(x))dx+j(g(x)— f (x))dx

V2

Berechnung des gesuchten Flascheninhalts:

NG 2
=2Dj (—£x2+§j —( 1x2+—3j X + ZDI (— 1x2+—3j[€——1x2+—3—1jdx
4 2 4 2 4 2 4 2
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