1.5 Integration durch Partialbruchzerlegung

Beispiel:

3 _ 2
jZX 14)(2 + 14+ 3odx:’?
X =4

1. Schritt: Polynomdivision (nur dann, wenn Grad des Zahlers > Grad des Nenners)

(2 -10¢ + 140+ 3 (30~ §= 2- 1622220
X -4
-2x° - 8x
—14x%+ 22+ 30
- -14x° +56
22x— 26

Die Division ist beendet, weil der Grad des Ergebnisses kleiner als der des Nenner-Polynoms ist.

2. Schritt: Bestimmung der Nullstellen des Nenner-Polynoms

X =4=0=x,=%2

@ -4=(x-2)fx=(-2)
3. Schritt Aufstellen des Ansatzes fiir die Partialbruchzerlegung

22x+26_  2x-26 _ A B |
=4  (x=-2)f{x+2) (x-2 (x+3‘

X -4=(x-2)x+2)

4. Schritt: Bestimmung der Unbekannten Konstanten
22x - 26= Al{x+ 2 +B{x- 2

x=2: 22-2-26=All 2 2+B[f 2> }

—18=4A - A:g

x=-2:22-(-2)- 26= ALl 2 3+B[{ 2(- }
35

=-70=-4B - B=—
2

°o

2x3—14x22+14<+3022X_14+ 2 . 2
X2 -4 (x=2) (x+2)




5. Schritt Integration

9 35
ij 14+ —4&— 2 +—&— 2 dx
X—2 X+2
1
—qudx 14[j1dx+ Ej—d —2 xTZdX

9 35
=x2 —14x+§ Eln(|x— 21) +? Eln(|x+ 3) +C
Anmerkung:

j%dlen(|x|)+c

In(-x), fallsx<0

S=m()=m(x)= = )=

1
dx -X X

-2

8. [Zdx=In(~4) % =In(~x)2 =In(2)~In(9

-5

Beispiel:

J- x+1
x> —5x%+8x— 4

Schritt 2:

(x3—5x2+8x—4) (x=D=x>- &+ 4=(x- ¥
-x2 = x?
—4x% +8x - 4
- =4 +4X
4x—-4
- 4x—-4
0

x* -5x2+8x— 4=(x— 1) [{x- A" - Vielfachheit 2beachten !



Schritt 3:

xt1 _ A B _C |

T = > LNenner
X =5x“+8x—-4 x-1 x-2 (x—2) ‘

Anmerkung: Falls im Nenner-Polynom eine Nullstelle x, mit der Vielfachheit n auftritt, treten in
der Partialbruchzerlegung die Summanden

Schritt 4:

x+1= Alfx-2)" +B{x- ) [fx- ) +Cfx-

Nullstellen einsetzen:

x=1: 2=A

x=2: 3=C

x=0: 1=4A+ B-C
1=8+2B-3=>B=-2
x+1 2 N -2 N 3

X®-5x2+8x—4 x—-1 x-2 ()(—2)2

Schritt 5:
2 2 3 1
+ =2 —dx 2 —dX+3 —dX
J‘x 1 x-2 (x- 2) q q 2)2
- 20n({x-1) - 200n(jx- 2) + 3(‘72)“:
-1
B N2 2 3
=In(x-1)" ~In(x-2) —X_2+c
Beispiel:

dx="7?

J%x4—2x3+4x2+4

> X+ 4+ 4x?



Schritt 2:

x6+4x4+4x2=x2(x4+ 4x2+4) WB:z=x?
= Z+4z2+4=0=27,=-24 4 4=~
= 22 +4z+ 4=(z+ 2)2:>(x2+ 2)2

2
=X +4x*+4x% = xz[ﬁx2+ 2)

Schritt 3:

x'-2x*+4x*+4_A B Cx+D Ex+F
XC+AX +4X® x X xP+2 (x2+2)2

Schritt 4:

x* = 2x°+ 4x? + 4= AxCfx?+ 3 + Bfx?+ I +(Cx+ D) x?[fx?+ I+ (Ex+F )X
= AXIX" +4x° +4) + BI{x" + 4+ 4)+(Cx+ D) [fx "+ &+ 4+ Ex*+Fx?
= AC + AC +4Ax+Bx* + 4Bx? + 4B+ Cx°+ Dx *+ Zx *+ Dx *+ Ex *+ Fx ?
=(A+C)°+(B+D)X*+(4A+ C+E) X°+(4B+ D + F ) X*+ 48x+ B

Koeffizienten-Vergleich:

A+ C =0=C=0
B+ D =1=D=0

AN +2C + E  =-2mE=-2
4B +2D +F =4=F=0
AA =0= A=0
4B =4=B=1

X'-2x*+4x*+4 1 X

X +4Ax*+4x®  x? m

Schritt 5:
3 3 3 3 11
e 2dx=——“ [y (suB: y=x*+2)
2 X (X2—2) 2 X 2(X2+2) Xl %Y
11
1 1 1 1 1 1
=+t =—+——-—=—
32y, 611 6 11




Hilfsfunktionen:

sthx) _ 1+ tarf

Beispiel:

Suche der Nullstellen:

Integration:

anfx) = sin(x) |,_ co$(x)- sifx)Usifx) _ cdgx)+ sﬁ() _
(tan(x) (cos( )J co3(x) =0 eG4
tan( arctarfx)) = x
(1+ tar? ( arctalﬁx))) O arctafx) =
(1+ xz)@rctar(x)=
%arctar(x):m
J-XZ +1x+1dX:7
x2+x+1:0:>x1’2:—%i\/?117—1DR
Ix +1x+ x:J- ) 11 3dx—J- ——dx = 1 5 dx
RS A

VB: y=—F—x+—= — dx =
y J3© 3 dx 1+y? 2
By S NN NS VY
X2+ x+1 1+ y? 2 \/_ 1+y

= % [arctar(y)+c \/2_ Darcta6 \/_ \/_j

()



