Tutorium Mathe 2 MT

Aufgabenblatt: Integralrechnung / Gebietsintegrale Teil 2 (+ Losungen)

1) SeiD:= {(x, y,z) eR’|2x*+2)y° <z<4+x° +y2} . Berechnen Sie das

Gebietsintegral
.“.J.(xz +y2)dxdydz
D

durch Transformation auf Zylinderkoordinaten.

Skizze:

Gezeigt sind die Begrenzungen fiir z , aus denen die Grenzen fiir die Berechnung
hergeleitet werden.
Wegen der komplett abgedeckten Winkelflache ergibt sich direkt0 <o <27 .

Die Koordinaten fiir 7 entsprechen den Vektorlangen, die in jene durch den Winkel
vorgegebene Richtungen auftreten kdnnen. Diese ergeben sich aus den Grenzen fir z .

2742y <4+x7+)°
2(x2+y2)£4+(x2+y2)
21 <4477
r*<4
r<2

Da im Ursprung der Funktion 2x* + 2y2 natirlich » = 0 gilt, hat man fur » nun die

entsprechenden Grenzen0<r <2,
Mit diesen kann nun das Integral berechnet werden.
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2) Berechnen Sie das Volumen desjenigen Gebiets, das vom Rotationsparaboloid
z=2x>+2)"
und der Fliche z = 3 eingeschlossen wird (Skizze!).

Skizze:

Weil es sich um einen Rotationskoérper handelt, sollte mit Zylinderkoordinaten gearbeitet
werden. Deren Grenzen lassen sich aus den in der Aufgabenstellung angegebenen
Werten herleiten.

Fur den Winkel ¢ gilt, weil ein voller Kreis erschlossen werden muss0 < ¢ <27 . Der
Koordinate fiir z ist festgelegt durch die Hohen, die eingenommen werden kénnen.
Diese sind begrenzt durch 2x” +2)* <z <3, also2r° < z <3. Der Vektor r kann

3
Lingenvon(0<r < \/; einnehmen. 7 gibt den Abstand von der z-Achse an. Dieser ist im

Ursprung nattrlich 0, bei z = 3 muss man diesen aus der Funktionsgleichung fiir z
bestimmen. Dabei muss man die Symmetrie beachten, denn diese macht es moglich,
dass man die Funktion in einer Ebene betrachtet und damit eine Koordinate rauswerfen

kann.
3=2x"+2y" =21
3
2
3
—=r
2

Nun kann mit den Werten das Integral berechnet werden. Fir ein Volumen gilt:
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Entsprechend kann man nun einsetzen:
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3) Bestimmen Sie die Masse der Hohlkugel, die durch die Gleichungen x* +y2 +z* =1und

Xt + y2 +z* = 4 definiert wird, wenn die Dichte in jedem Punkt der Hohlkugel
umgekehrt proportional zum Abstand des Punktes vom Koordinatenursprung ist

1
(Proportionalitatskonstante k = —).
T

Da es sich um zwei Kugeln handelt, die die Hohlkugel bilden, bietet sich das Rechnen mit
Kugelkoordinaten an.
Die Dichte sollte als erstes bestimmt werden. Aus der Aufgabenstellung geht hervor, dass

1
p =——gilt, die Dichte also immer kleiner wird, je weiter man sich vom
rew
Koordinatenursprung befindet. Daher bietet es sich an, den Vektor r direkt einzusetzen,
um so nicht extra auf die Kugelkoordinaten transformieren zu missen.

Die Kugelkoordinaten ergeben sich aus den Gleichungen der zwei Kugeln. Da es sich in
beiden Fallen um komplette Kugeln handelt, kann dies direkt in die beiden
Winkelbereiche geschrieben werden:

052,097

Der Verbindungsvektor vom Ursprung zur Kugeloberflache kann sich in seiner Lange
zwischen den beiden Kugelflachen verandern. Man kann jenes wieder auf Grund der
Symmetrie in der Ebene betrachten und den Radius eines Kreises berechnen:

¥ +y +z0 =1

\/x2+y2+22 =1

r=1



X +y +zi =4

«/x2+yz+z2 =2
r=2

Es ergibt sich also: 1<7r <2
Somit ist der Definitionsbereich festgelegt mit

G:={(R.p.9)eR*|1<r<2,0<p<27,0<9< 7]

Nun kann das entsprechende Integral aufgestellt und berechnet werden.
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Die Hohlkugel hat eine Masse von 6.

4) Berechnen Sie fiir D = {(x,y,z)e]R3 |0<x<1,0<y<2, OSZSny} das

Gebietsintegral

.[ U 2xyz dxdydz .
D

i

(x}yzxyzdzjddex = j(ix.y.ZZ :)‘ Y dyjdx
0




