Tutorium Mathe 2 MT

Aufgabenblatt: Anwendung der Integralrechnung (+ Losungen)

1) Berechnen Sie den Flacheninhalt zwischen dem Graphen der Funktion f: [0,7[] >R

1) cos(x)

B 1+sin(x)
und der x-Achse.

Zunachst werden die Nullstellen im angegebenen Intervall ermittelt, weil evtl. negativ zur x-
Achse liegende Flachen negiert werden miissen, um den Flacheninhalt zu ermitteln.

cos(x) =0 x= (2k —1) % = Nullstelle bei x =%

Das Integral muss aufgeteilt werden in zwei Intervalle, von denen eines negiert wird.
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Es empfiehlt sich, nun zunachst die Stammfunktion fUrf(x) zu bestimmen und dann die

Grenzen einzusetzen, als mit beiden Integralen in einer langen Rechnung zu arbeiten.

.[L(x)dx:jcos(x)-;dx

1+sin(x) 1+sin(x)
SUB :
y=l+sin(x) < % = cos(x) & dr = cocsb(}x)
) i) ee=ini o)

Nun kann man die Grenzen einsetzen und erhilt:
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*=In(2)-0=1In(2)
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cos(x)

T sin (1) dx = ln(‘l +sin (x)‘)

cos(x)

1+sin x) dx = —ln(‘l+sin(x)‘)‘z - _(O_IH(z)) =In(2)
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2) Berechnen Sie die Flache, die von den Kurven f(x) = cos(x) und g(x) = sin(x) im Bereich

3)

5
(% <x< Tﬂj eingeschlossen wird.

(Hinweis: sin (Zj = oS (zj = ﬁ)
4 4 2

Aus dem Hinweis kann man ermitteln, dass sich die Graphen der beiden Funktionen genau an
den Intervallgrenzen schneiden, durch eine Skizze kann man auRerdem noch herausfinden,
dass es keine weiteren Schnittpunkte im angegebenen Intervall gibt. Da es sich bei den
Funktionen um denselben Funktionsverlauf handelt, der verschoben wird, um die andere
Funktion zu erhalten, sind alle Flachen oberhalb und unterhalb der x-Achse identisch, miissen
also nur einmal berechnet und dann verdoppelt werden.

Zunachst untersucht man wieder die Nullstellen, um sich die Rechnung zu vereinfachen:

sin(x) =0< x=k- -7 = Nullistelle bei x =7

cos(x)=0< x=(2k-1) % = Nulistelle bei %

Aus diesen Informationen kann nun die Integralberechnung entwickelt werden:

z
2

sin(x)—cos(x)dx+]:sin(x)dx :2-(—cos(x)—sin(x)‘4 x ’;J
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Bestimmen Sie das Volumen einer ,Kugelzone” zwischen den Grenzen x =—— und x =—.

Hinweis:

T3 -112

Bei dieser Aufgabe ist es zunachst wichtig, den richtigen Funktionsterm zu ermitteln, der
einen Halbkreis mit Radius r beschreibt.

Dieser wird anhand der Gleichung fiir Halbkreise 7 = y/x” er2 durch Umstellen ermittelt.



r=Ax"+y° <:>r2=x2+y2©y2:r2—x2:>f(x)= rr—x

Die Formel zur Berechnung des Volumens einer um die x-Achse rotierenden Funktion ist

V:ﬂ-z(f(x))zdx

Da alle Platzhalter bestimmt sind, kann nun eingesetzt und aufgelost werden:

r

V:ﬂ-i(m)zdx
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4) Berechnen Sie die Ldnge des Graphen der Funktion f : [1,8] - R, f(x)

Die notige Formel zur Berechnung der Lange des Graphen lautet:
8
2
s =J'1ll+(f'(x)) dx
1

Zunachst wird daher die erste Ableitung von f(x) berechnet.
Fx) =22~ Lin(x)
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Als ndchstes muss man sich noch um die +1 unter der Wurzel kimmern. Am einfachsten
bekommt man diese weg, indem man diese in die Ableitung mit einberechnet und so unter

der Wurzel im Integral nur noch einen Quadratischen Term stehen hatte.



Dazu multipliziert man zunachst das Quadrat der Ableitung aus.

(') (IJ () oo

2x 4x* 4x°

An dieser Stelle ist es wichtig, dass man merkt, dass der Zahler der zweiten binomischen
Formel entspricht. Dies kann man sich im Verlauf der folgenden Rechnung zu Nutze machen.
Als nachstes stellt sich nun eine entscheidende Frage, namlich: Wie kann hier +1 addiert
werden?

Dies muss anhand des Nenners des Bruchs ermittelt werden (Ein Bruch ergibt 1, wenn Zahler
und Nenner gleich sind), dessen Wert man hinzuaddieren muss.

4 2 2 4 2
2 x =2x"+14+4x" x"+2x" +1
(f'(x)) +1= 2 = 2
4x 4x
Wenn man nun genau hinsieht, merkt man, dass durch das Addieren von 1 aus der zweiten

binomischen Formel die Erste geworden ist und man daher wieder zu einem quadratischen
Ausdruck umformen kann

4x* 4x* 2x

Jetzt kann ohne groRRere Schwierigkeiten integriert werden.
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